KoreSpondencéna sut’az v Skolskom roku 2007/2008

Na konci minulého roka ste nam zaslali rieSenia sutaznych uloh druhej série kores-
pondencnej stt'aze, ktoré sme vam pocas vianocnych sviatkov opravili. Opét’ sa vSak
vyskytli tradi¢né chyby, ale nast’astie v trochu menSom rozsahu ako pri prvej sérii.

Bohuzial’, ani v tejto sérii sme sa nevyhli odpisovac¢om. Nebolo ich vel'a — moZzete
ich najst’ vo vysledkovej listine. Je to Skoda, kedZe vSetci odpisovaci dostali za
vSetky svoje rieSenia druhej série 0 bodov.

Riesenia 2. série uloh

1. Sejk prisiel do hotela, kde dostal izbu ozna¢ent dvojmiestnym &islom. V§imol si,
7ze toto Cislo je rozdielom Stvorcov dvoch cifier, zktorych menSia je
dvojndsobkom cifry oznacujucej pocet jednotiek v Cisle izby. Zistite, aké Cislo
mohla mat’ izba.

Riesenie: Cislo Sejkovej izby je dvojmiestne, preto ho mdZeme zapisat’ ako ab, kde
a, b su cifry. Ked’Ze a je cifra na mieste desiatok, tak plati a > 0. Cislo $ejkovej izby
sa da vyjadrit’ ako rozdiel druhych mocnin dvoch cifier, ozna¢me ich x a y. O mense;j
znich vieme, Ze sa rovna dvojnasobku cifry na mieste jednotiek v Cisle izby, Cize
y =2b. Cifra moZe byt ¢islo nanajvys rovné 9, teda 26 <9. Toto plati len pre
be {0,1,2,3,4}. Dostavame rovnicu:
10a+b=x>—(2b).
KedZe cislo izby je prirodzené Cislo, potom prava strana rovnosti musi byt vacsia
ako 0. To znamena, ze x” >(2b)" aked’Ze cifry x aj 2b st nezaporné, tak nerovnost’
moZeme odmocnit’ a dostdvame x > 2b. Rovnicu upravime do nasledujiceho tvaru:
10a+4b> +b=x*.
Chceme najst’ rieSenia tejto rovnice. Rozoberme pripady podla toho, aka mdze byt
hodnota ¢isla b.
* b=0

Dostavame rovnicu 10a = x*. Lava strana je delitelna desiatimi, ¢iZe aj prava strana
musi byt delite'nd desiatimi. Vieme, ze x > 2b >0 a Ziadna z cifier vac¢Sich ako 0 nie
je delitel'na desiatimi. Preto ani jej druhd mocnina nemoéze byt delitel'na desiatimi.
Rovnica nema v tomto pripade riesSenie.

o Hh=1

Dostavame rovnicu 10a +5=x’. Vidime, Ze ¢&islo na lavej strane je zakoncéené na
Cislicu 5. Jedine Stvorec cifry 5 je zakonCeny na cislicu 5. Jediné rieSenie rovnice
preto moze byt x =5. Z toho 'ahko dopocitame a =2. Sejkova izba mohla teda mat’

&islo 21. Plati 21=5" — (2. 1)2 , &ize ¢islo izby 21 spiia podmienky zadania.



[ J b:2

Dostavame rovnicu 10(a +1)+8 = x’. Vidime, Ze &islo na lavej strane je zakon&ené
na Cislicu 8, ale Stvorec Ziadnej cifry nie je zakoneny na Cislicu 8 (vyskusSajte si).
V tomto pripade rovnica nema riesenie.

* b=3
Dostdvame rovnicu 10(a +3)+9 = x*. Cislo na l'avej strane rovnice sa konéi &islicou
9 alen Stvorce cifier 3 a 7 st zakoncené na ¢islicu 9. Pre x =3 dostavame a =-3,
av$ak a musi byt kladné — toto nie je rieSenim. Pre x =7 dostavame a =1. Cislo 3ej-
kovej izby mohlo byt 13. Plati 13 =7> — (2.3)2 a ¢islo 13 spiia podmienky zadania.

o« b=4
Dostdvame rovnicu 10(a+6)+8=x". Tato rovnica nema rieSenie zrovnakého
dovodu ako rovnica v pripade b =2.

Rozobrali sme vietky pripady, d’al$ie rieSenia rovnice uz neexistuji. Cislo sejkovej
1zby mohlo byt’ 13 alebo 21.

Komentar (opravoval Michal Takacs): NajcastejSim problémom bolo zle pochope-
né zadanie, pretoze ste potom riesili uplne int1 lohu. Takéto rieSenia boli hodnotené
0 bodmi. Ti, ktori ste prekonali tento problém, va¢sinou ste tlohu Uspesne vyriesili.
Niektori ste zabudali, Ze aj 0 je cifra. Za nerozobratie pripadu b =0 ste stracali 1 bod.

2. Vandal vytrhol z knihy jednu stranku. Sucet Cisel stran na zvySnych stranach sa
rovna 22 000. Kol'ko strdn mala pévodne kniha a ktort stranku vandal vytrhol?

RieSenie: Cahko nahliadneme, Ze stucet Cisel stran knihy musel byt aspon 22 003,
ked’Ze bola vytrhnutd jedna strdnka a najmenSie Cisla stran, ktoré na nej mohli byt
boli 1 a 2. Sucet prvych n ¢isel sa rovna

S(n):%n(n+1).
Musi teda platit’
%n(n +1)>22003.

Tato nerovnicu mozeme vyriesit' viacerymi sposobmi. Prvy spdsob spociva v rie-
Seni jednoduchej kvadratickej nerovnice v premennej n. Ukdzeme si vSak rieSenie,
ktoré to nevyZzaduje. Zamyslime sa nad hodnotami funkcie S(n) Je zreymé, Ze tato
funkcia je rastiica. Inak povedané, ak budeme sc¢itavat’ viac prirodzenych cisel, tak
ich sucet bude tiez vicsi. Teda ak n < m , tak plati S (n) <S (m) . Na kalkulacke zisti-
me, e najmensie prirodzené &islo n spiiiajiice vyssie uvedenti nerovnicu sa rovna 210
(preto nemohla mat” kniha menej ako 210 stran). Ak uvedeny vzorec nepoznate, tak
stacilo postupne scitovat’ ¢isla jednotlivych stran, az kym ste nedostali ¢islo 22 000.



Ak by mala kniha 210 stran, ich sucet by bol 22 155. Rozdiel medzi tymto Cislom
a ¢islom 22 000 je 155. To znamend, ze sucet Cisel vytrhnutych strdn musi byt 155.
To je mozné len pre stranku, na ktorej sa nachddzaju strany 77 a 78. Tym sme nasli
prve rieSenie. ESte dokdzeme, Ze d’alSie neexistuje. Ak by mala kniha 211 stran (o
by teoreticky znamenalo, Ze posledna strana knihy by mala na poslednej stranke
jedno neparne ¢islo), sucet Cisel vSetkych stran by bol 22 366, teda sucet Cisel vytr-
hnutych stran by musel byt’ 366. Posledna stranka to byt nemdze, lebo je na nej len
¢islo 211. AvSak ostatné stranky obsahuju jednu stranu s nepadrnym a jednu s parnym
¢islom. Teda stcet Cisel stran na vytrhnutej stranke bude neparny, o ¢islo 366 nie je.
Preto musime ist’ d’alej. Dalsie ¢&islo je 212 a sudet &isel stran 22 578. Sudet &isel
dvoch strdn s najvys$Simi Cislami v tejto knihe je 212+213 =425, Co je menej ako
578. Ak by kniha obsahovala viac ako 212 stran, tak stucet ¢isel vSetkych stran okrem
dvoch stran s najvyssimi ¢islami bude urcite vac¢si ako sucet Cisel prvych 210 strén,
teda 22 155, ¢o je viac ako 22 000. Preto uz Ziadne d’alSie rieSenie neexistuje.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): Podl'a vaSich rieSeni to vyzera tak, Ze vel'a
z vas asi dlho ziadnu knihu v ruke nedrzalo... Vac¢Sina vaSich rieSeni totiz obsahovala
zasadnu chybu v tom, Ze ste zabudli na to, Ze stranka ma dve strany... Dokonca aj nas
Casopis ma takéto Cislovanie stran. Za tuto chybu ste stracali 1 bod. Pri rieSeniach
pomocou kvadratickej nerovnice ste robili chybu vtom, Ze ste zacali rieSit
kvadraticka rovnicu a potom ste nedostato¢ne zdévodnili, ze to staci. Ak ste zabudli
overit’, e kniha nemoze mat’ viac stran, stratili ste 1 bod. Dalsie body ste stracali za
nedostatocné zdovodinovanie vypoctov.

3. Dvaja obchodnici prisli k brane Pariza. Jeden mal 64 a druhy 20 okovov vina. Ne-
mali vSak dost’ peniazi na vyplatenie cla. Chybajuce peniaze nahradili vinom. Prvy
platil 40 frankov a eSte 5 okovov vina. Druhy dal 2 okovy vina a dostal naspit’ 40
frankov. Kol’ko stal jeden okov vina a aké bolo clo zain? Aké by platili clo a kol’ko
by stél jeden okov vina, ak nemuseli platit’ clo za vino, ktorym zaplatili clo?

RieSenie: Najprv sa budeme zaoberat’ prvym pripadom. Oznaéme pismenom o cenu
jedného okovu vina vo frankoch a pismenom ¢ vysku cla vo frankoch za jeden okov

vina. Na zdklade zadania mézeme sformulovat’ dve rovnice s dvoma neznamymi:
64c=50+40,

20c=20-40.

Jej vyrieSenim (¢i uz dosadzovacou, sCitacou alebo inou metdodou) dostaneme, ze
c=10 a 0=120. Teda jeden okov vina stoji 120 frankov a clo zaii je 10 frankov.
V druhom pripade (clo sa neplati za vino, ktorym sa plati clo) sformulujeme

podobnu ststavu
59¢ =50 +40,

18c=20-40,



kde sme vyuzili to, ze prvy obchodnik by platil clo len za 59 okovov, pretoze piatimi
platil clo, podobne druhy by platil clo len za 18 okovov. Jej rieSenim dostaneme, Ze
clo by bolo opit’ 10 frankov, ale cena vina uz len 110 frankov.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): Jeden bod ste stracali, ak ste nezdovodnili,
ako ste dostali vysSie uvedené rovnice, alebo ak ste neuviedli, ¢o oznacuju vami
pouzivané premenne.

4. Uvazujte Stvorciferne ¢islo. Premiestnite prvu Cislicu zl'ava na koniec €isla. Toto
Stvorciferné Cislo scitajte s povodnym cCislom. Zistite, aké Cisla si mohli mysliet’
Peter, Petra, Pavol a Pavla, ak im vysli ¢isla 8 612, 4 322, 9493 a 13 859 v tomto
poradi.

RieSenie: Uvazujme zapis nasho Stvorciferného cisla ako abcd, kde a, b, ¢, d st

cifry, pricom a#0. Po premiestneni dostavame Cislo bcda. Toto Cislo ma byt
Stvorciferné, preto musime pozadovat’ aj b # 0. Ked'Ze plati

abcd + beda =1000a +100b +10c +d +10006 +100c +10d +a =
:1001a+1100b+110c+11d:11-(91a+100b+100+d),

musi byt’ ¢islo, ktoré osoby dostali, delitelné 11. Z uvedenych Styroch isel je jede-
nastimi delitel'né len 9 493, teda Peter, Petra a Pavla sa museli pri pocitani pomylit’.
Ostava nam uz len Pavol. Budeme riesit’ rovnicu

9493 =11-(91a+1006+10c +d),

po Uprave
1006 +10c+d =863 —-91a.
Za abudeme postupne dosadzovat’ vSetky mozné cifry od 1 po 9 aislo, ktoré

dostaneme, ked’ od 863 odcitame 91a, bude bed . Musime uz len skontrolovat’ druha
podmienku — ¢i plati b # 0. Napriklad pre @ =1 dostdvame, Ze plati

1006 +10c+d =863 -91-1=772,
teda hl'adané Cislo je 1 772. Postupne dostaneme eSte rieSenia 2 681, 3 590, 4 499,
5408,6317,7 226, 8 135. Pre a=9 dostaneme, ze by malo platit’

100b+10c+d =863—-91-9=44,
¢o by viedlo k ¢islu 9 044. To vSak nevyhovuje, pretoZe po presune cifry 9 na koniec
Cisla dostaneme len trojciferné Cislo 449.

Celkovo ma uloha 8 rieSeni: 1 772, 2 681, 3 590, 4 499, 5 408, 6 317, 7 226, 8 135.

Komentar (opravoval Martin Hrifak): Uloha sa dala riesit’ aj postupnym dosadzo-
vanim jednotlivych Cislic za a a spdtnym dopocitavanim ostatnych cifier z vysledku.
Body ste stracali za to, Ze ste nevyskuSali vSetky moZnosti, ale ste len napisali, Ze
,,pre ostatné moznosti to bude tiez platit*. Podl'a toho, kol'’ko moZnosti ste neoverili,
ste stracali 1 az 4 body. Za ndjdenie jedného rieSenia ste mohli ziskat’ 1 bod.



5. Dokazte, 7e pre k <0 ma rovnica x —1 = kx” realny koref z intervalu (0,1).

RieSenie: Uvazujme funkciu f (x) = kx* — x +1. RieSenie rovnice zo zadania je ekvi-
valentné hl'adaniu korefiov rovnice f (x) =0, teda chceme ukazat’, ze tato rovnica ma
korefi zintervalu (0,1). Pre funkciu f plati f(0)=1>0 a f(1)=k<0. KedZe je
funkcia f'spojita na intervale (0,1), musi existovat’ bod x, z tohto intervalu, pre ktory

plati f(x,)=0, o sme chceli dokéazat’.

Iné rieSenie: Nakreslime si grafy funkcii, ktoré sa nachddzaju na oboch stranach
rovnice: f,(x)=x—-1a f,(x)=hk:

Yo

/

Grafom funkcie f, je priamka a grafom funkcie f, je parabola otvorena smerom

nadol, pretoze k <0. Funkcie f, a f, sa vdaka tomu, Ze st spojité, pretinaju v bode
X, ktory je vnutornym bodom usecky spdjajacej body [O,—l] a [1,0]. Ten ma ale

svoju x-ovu stradnicu x, z intervalu (0,1), o sme chceli dokézat'.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): VacSina z vas riesila tito lohu pomocou
hl'adania korenov kvadratickej rovnice. Pri ukazovani toho, Ze jeden z nich patri do
intervalu (0,1), ste mnohi zabtdali na ekvivalentnost’ pouzivanych uprav. Za tvrde-

nie, ze druha mocnina I'ubovol'ného redlneho Cisla je kladné ¢islo, ste stracali 1 bod,
pretoze pre nulu to neplati. Za rieSenia, ktoré spocivali na overeni tvrdenia pre
niektoré &, ste mohli ziskat’ 1 bod, pretoze nikomu z vas sa urCite nepodarilo vysku-
Sat’ vSetky zaporné redlne Cisla.

6. Chodec vybehol po schodoch stupajticeho eskaldtora (pohyblivych schodoch) do
vysky 10 m aspit’ za 73 sekiind. Druhykrat urobil to isté na rovnakom, ale
klesajicom eskalatore za 4 mintty a 22 sekind. Vypocitajte rychlost’ stiipania
eskalatora, ak viete, Ze chodec zbehol dole o 35 % rychlejsie, ako vybehol hore.
Vysledok uved’'te v cm/s s presnost’ou na dve platné Cislice.



RieSenie: Ozna¢me si velkost' rychlosti stipania eskalatora e a velkost zvislej
rychlosti chodca pri behu nahor ch, obe rychlosti uvazujme v centimetroch za
sekundu. Je zreymé, Zze ch#0, pretoze inak by sa chodec nedostal na koniec
eskalatora pri pohybe proti smeru jeho pohybu. Ddlezité je, aby obe rychlosti boli
uvazované len vo zvislom smere, lebo ak by sme ich skombinovali, chybal by ndm
udaj o sklone eskalatora. Pri behu po stipajucom eskaldtore sa pohybuje chodec
smerom nahor 10 metrov (1 000 cm) rychlostou ch+e. Tato vzdialenost’ prejde za
1000
ch+e
pohybuje smerom nadol proti smeru pohybu eskalatora. Tychto 10 metrov prejde za
1000

1,35ch—e

sekind. Smerom nadol sa pohybuje rychlostou 1,35¢ch—e, pretoze sa

sekund. Celkovo mu to trvalo 73 sekund, teda plati

1000 1000

ch+e+1,35ch—e_
Podobne dostaneme rovnicu pre klesajuci eskalator

1000 N 1000

ch—e 1,35ch+e
pricom na lavej strane len zmenime znamienka pri velkosti rychlosti eskalatora e
ana prave] dosadime c¢as 262 sekund. Prendsobenim menovate'mi a Gpravami

dostaneme, Ze tato sustava je ekvivalentna so stustavou

23?5)0 ch=1,35¢ch*> +0,35che — &°,

=262,

23520 ch=1,35ch* —0,35che —¢€”.

Odcitanim druhej rovnice od prvej dostavame
2350ch R =0,7che,
73 262

odkial’ po vydeleni nenulovym ¢islom ck dostavame, ze
o 634 500
19126

Po zaokruhleni na dve platné Cislice dostdvame, Ze rychlost’ stupania eskaldtora je
33 cm/s.

=33,175.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): Za sformulovanie spravnej sustavy rovnic
ste mohli ziskat' 1 bod. 1 bod ste stracali za to, ze ste vysledok neuviedli na dve
platné Cislice (nie dve desatinné miesta). Za priebezné zaokruhl'ovanie ste stracali tiez
I bod. RieSenie ulohy je nezavislé od sklonu eskaldtora, pretoze sa pytame na

rychlost’ stiipania eskaldtora. Ak ste ho na rieSenie ulohy potrebovali, stracali ste
1 bod.



7. Néjdite vietky prirodzené &isla # s vlastnostou, Ze niekol’ko prvych cifier ¢isla n’
tvori ¢islo n.

Riesenie: Nech je ¢islo n k-ciferné, pri¢om k € N. Teda plati 10" <n <10*. Chceme
najst’ vietky také n, pre ktoré plati n=n-10"+m, pri<om /eN, meN,, m<10’.
Ak by platilo/ > k , tak potom 10" >10% > n, takze by malo platit’
nw=n-10"+m>n-10'>n-n=n",

¢o je spor. Preto /<k—-1. To znamena, 7¢ m<n, lebo m<10' <10 <n.
Z predoslych uvah vyplyva, ze m=n -(n—lOl). Prava strana rovnosti je delitel'na
Cislom n, teda aj l'ava strana, Cize m, musi byt delitelna ¢islom n. Lenze jediné
m e N, mensie ako n a delitelné n je m=0. Potom n’> =n-10', teda n= 107, pricom
[ € N,. VSetky hl'adané ¢isla st potom 1, 10, 100, ...

Komentar (opravovala Katarina Skrovinova): Ak ste nasli vSetky rieSenia, ale

nezddvodnili ste, pre¢o Ziadne iné Cisla nevyhovuji podmienke zo zadania, dostali ste
1 bod.

8. Dokazte, ze funkcia p(x,y): R* xR’ >R, kde x=(x;,x,) a y=(y,»,), defi-

novana predpisom

ple,y) = — 3]+ e — ]S

spifia tzv. trojuholnikovii nerovnost’, t. j. pre vietky x, v,z € R* plati
p(x,y)+ p(y.2)= plx,z).

Riesenie: Uvazujme tri prvky mnoziny R*: x :(1,0), y= (0,0) az :(0,1). Lahko
overime, Ze plati p(x, y)zl, p(y,z)zl, ale p(x,z):4, teda tvrdenie zo zadania
neplati.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): V zadani ulohy nebola chyba, chceli sme
vediet, ako sa popasujete s dokazovanim tvrdenia, ktoré neplati. Len trom z vas sa
podarilo prist’ na to, ze tvrdenie neplati. Niektori z vds Cestne priznali, ze tvrdenie
nevedia dokdzat, vicSina z vas vSak nejasné kroky v rieSeni (ktoré samozrejme ne-
platili) prehlésila za zrejmé. Nuz, ako sa ukéazalo, az také zreymé neboli...

9. Dokéazte, Ze pre vSetky prirodzené Cisla k plati
k 3
n—-1_2

[1

n:2n3+1 3




RieSenie: Vyraz zo zadania si mézeme upravit’ takto:

Teraz upravime prvy ¢len sucinu:
Cn—1 2-13-1 k-1 1 k-1 12
Em T241 341 k41 3456 k+l k-(k+1)
Citatel i-teho zlomku sa vykratil s menovatelom (i —2)-hého zlomku. Zostali len

234
456

Citatele prvych dvoch zlomkov a menovatele poslednych dvoch zlomkov.
Podobnym spdésobom mozeme upravit’ aj druhy ¢len sucinu:
Ent+n+l fen-(n+)+1 7 13 21 k-(k+1)+1 k-(k+1)+1
gnz—nﬂ_nzz(n—1)-n+1_5'7'5"”'(1(—1)-“1_ 3

Citatel’ i-teho zlomku sa vykratil s menovatelom (i + 1) -vého zlomku. Zostal len

Citatel’ posledného zlomku a menovatel’ prvého zlomku. Potom plati

e’ —1 2 k-(k+1)+1 2 k-(k+1)+1 2 2 2

H — = : ==. ==t >

o+l k-(k+1) 3 3 k-(k+1) 3 3-k-(k+1) 3
pretoze vyraz ﬁ je kladny pre kazdé¢ prirodzené ¢islo k. Tym je tvrdenie zo

zadania dokazané.

Komentir (opravovala Katarina Skrovinova): Ak ste pri dokaze nejakej
nerovnosti zabudli spomenut’, Ze ste pouzili len ekvivalentné Upravy, stratili ste jeden

: e el T e e 2 -
bod. Niektori rieSitelia dokazali, Ze vSetky Cinitele su vicsie ako 3’ a potom tvrdili,

~ M 7w 4 ) DY 24 2 . . . . v 7 7
Ze aj suin musi byt’ vac¢si ako 3’ To ale nie je pravda, vezmime si napr. Cislo s To

s 2 . 17 49 . » 2
je vacsie ako —, ale su¢in —-—=— je mens$i ako —.
3 9 9 &1 3

10. Rozdel'te pravidelny Sestuholnik piatimi priamymi rezmi tak, aby sa z jeho Casti
dal zostavit’ rovnostranny trojuholnik.

RieSenie: Uvazujme rozdelenie trojuholnika ako je na prvom obrazku. Rozdelenie
Sest'uholnika dostaneme takto: Bod Z je stredom tseCky AE. Bod O je pétou kolmice

zbodu C na priamku 4B. Bod X zostrojime tak, Ze plati ‘OX ‘ = ‘OC‘ a bod X patri
useCke AB. Bod Y zostrojime tak, Ze trojuholnik XCY je rovnostranny a bod Y patri

vnutru Sestuholnika. Nakoniec zostrojime bod W ako prienik polpriamky ZY aused-
ky DE (pre uplnost’ je potrebn¢ dodat, Ze eSte treba dokazat’, Ze bod W je vnutornym



bodom useCky DE). Vzniknuté utvary si oznaCime ¢islami 1 az 6 a poskladame ich,
ako je to naznacené na d’alSom obrazku.

E W D

(7S]

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
!
C

A X B )

Pre uplnost’ je potrebné dodat’, Ze na to, aby bolo rieSenie kompletné, je potrebné este
dokazat’, Ze sa jednotlivé utvary daji poskladat’ tak, ako je to na obrazku. To
znamena, 7e treba dokazat, Zze budu ,sediet* prisluiné dizky auhly aze vnutri

nevzniknl Ziadne prazdne miesta ani prekryvajuce sa Casti.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): Tato uloha bola najtazSia zo vSetkych
v tejto sérii — rozklad na poZadované Utvary sa podarilo najst’ v literatire len
Albertovi Herencsarovi, avSak aj uneho chybal dokaz, ze sa jednotlivé diely daju
poskladat’ do pozadovaného trojuholnika. Tato Cast’ je tiez vel'mi naro¢nd. VicSina
nespravnych rieSeni spocivala v dokaze, Ze sa to poskladat nedd. Ako vSak naSe
rieSenie ukazuje, poskladat’ sa to da.



11. Dokazte, Ze pre vSetky kladné redlne ¢isla x, y, z plati
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RieSenie: Ked'ze st x, y, z kladné Cisla, tak vyrazy \/ X+, \/ y+z, Jx+z sareilne

Cisla a mozeme pouzit’ Cauchyho-Schwarzovu-Buniakovského nerovnost’
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Dostali sme nerovnost’
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Tato nerovnost’ mozeme vydelit’ kladnym vyrazom x + y +z a dostaneme nerovnost’,

ktort sme chceli dokazat'.

Iné rieSenie: V tomto rieSeni vyuzijeme tzv. nerovnost usporiadania (v anglickej
literature ju mozete ndjst’ pod ndzvom rearrangement inequality), ktorej znenie je:
Nech a,, a,, ..., a, a b, b,, ..., b, su kladné redlne cisla, n je prirodzené cislo. Sucet

ab, +ab, +...+ab, je maximalny, ak postupnosti cisel a,, a,, ..., a, a b, b,, ..., b,
su rovnako usporiadané (t. j. obidve postupnosti su neklesajuce alebo obidve su
nerastuce). Tento sucet je minimalny, ak su tieto postupnosti opacne usporiadané.

Prejdime k prikladu. Vidime, Ze premenné x, y, z st cyklicky zamenitel'né,
modzeme preto predpokladat’ x > y > z . Zrejme platia tiez nerovnosti
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Pouzime nerovnost’ usporiadania v tomto tvare:
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Vieme, Ze pre kladné redlne c&isla a, b plati nerovnost medzi kvadratickym
a aritmetickym priemerom
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Vyuzime tuto nerovnost’ pre dvojice z Cisel x, y, z a dostaneme, Ze plati
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Spojenim uvedenych nerovnosti dostaneme nerovnost’, ktort sme chceli dokazat'.

Komentar (opravoval Michal Takacs): Uloha sa dala vyriesit mnohymi d’al$imi
sposobmi, mozete si skusit’ nejaky najst’.

12. Majme danu priamku p. Ozname na nej zZltou farbou vsetky tie body, ktoré zod-
povedaju ¢islam tvaru 81x+100y, kde x a y su prirodzené ¢isla. Body na priam-

ke zodpovedajuce ostatnym celym ¢islam ozna¢me oranZovou farbou. Zistite, ¢i
existuje na priamke taky bod, vzhl'adom na ktory l'ubovol'na symetricka dvojica
bodov zodpovedajucich celym ¢islam je zafarbend réznymi farbami.

RieSenie: Ked'ze Cisla 81 a 100 su nesudelitel'né, tak Cisla 81.1, 81.2, ..., 81.100
davaju po deleni ¢islom 100 rézne zvysky, a teda sa medzi nimi aj vSetky objavia,
kazdy prave raz. To znamena, ze vSetky zIté body dostaneme tak, ze k tymto ¢islam
pripoc¢itame nejaky prirodzeny nasobok cisla 100. To ale znamena aj to, Ze najmensie
zIté Cislo je 181=81+100 a najvacsie oranzové Cislo je 8100 =81.100. Znamena to

aj, ze vSetky celé Cisla menSie ako 181 budu zafarbené oranZovou farbou, a vSetky
celé Cisla vacsie ako 8 100 budu zafarbené Zltou. Preto jediny bod, ktory by mohol
byt’ rieSenim naSej ulohy, musi zobrazovat’ bod 181 na 8 100. Jeho hodnota musi byt
_181+8100 8281
2 2
Kazdé zIté Cislo moZeme napisat’ v tvare

z=181+81a+100b,
kde a, b st nezaporné celé cCisla. Jeho symetricky obraz vzhl'adom na s sa potom
rovna

S

0=2s—¢ :8281—(181+81a +100b) =8100—-81a —100b.
Uz nam ostava dokazat len to, Zze C¢islo oje oranzové. Na ddkaz sporom
predpokladajme, ze je ZIté. Potom je aj Cislow=0+8la+100b ZIté, pretoze je
v pozadovanom tvare zo zadania. Predpokladajme, Ze by bolo ¢islo o v tvare
0=81x+100y,

kde x, y s prirodzené Cisla.



Potom by muselo platit’

w=o0+8la+100b =81(x+a)+100(y+b),
priCom ¢isla x+a, y+b su tieZz prirodzené, lebo a a b st nezaporné celé Cisla. To
teda znamena, Ze Cislo w je ZIté. To je vSak spor s tym, Ze ¢islo 8 100 je oranZoveé.
Preto je ¢islo o oranzové, ¢o sme chceli dokazat.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): Trom rieSitelom sa podarilo dostat az
k ur¢eniu hodnoty ¢isla s. Body ste stracali hlavne za netuplny dokaz toho, Ze tento
bod s ma pozadované vlastnosti.

13. N4jdite stucet
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RieSenie: Cahko overime, ze pre vSetky redlne ¢isla x plati nasledujtiica rovnost’:
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Obidva vyrazy na l'avej strane st dobre definované, ked’Zze menovatel’ je vzdy kladny
(overte si to napriklad apravou menovatel'a na Stvorec). Z toho dostdvame, ze plati
i 101—i
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101 101

pre vSetky i. Vyuzijeme to pri hl’'adani sﬁétu'
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Hladany sucet je 51.

Komentar (opravoval Michal Takacs): KI'i¢om k rieSeniu je prist’ na to, ze plati
x’ (1- x)3
>+
1-3x+3x"  1-3(1-x)+3(1-x)
je vnaSom pripade ni¢im vynimoc¢né. Preto si v priklade mézeme skusit’ nahradit’
¢islo 101 nejakym malym ¢islom, napriklad ¢islom 3. Potom Cislom 5 a tak d’alej. Pri

takych malych cislach si 'ahko vSimneme uvedent rovnost. SikovnejSim staci
intuicia ©.

rovnost’ >=1. Ako sa na to da prist'? Cislo 101 nie



14.Dokazte, Ze plati
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RieSenie: Ked'ze pre vSetky prirodzené Cisla k plati nerovnost 7 <1, plati
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pricom sme vyuzili to, Ze z — =1, Co je znamy vztah pre vypocCet sictu ¢lenov
k=1
nekone¢ného geometrického radu (obrazkovy dokaz tohto tvrdenia ste mohli najst’ aj
v ¢lanku o Mikulasovi z Oresme v minulom ¢isle ¢asopisu).

Ostava nam uz len dokézat’, Ze plati
2

l<m-—.
3

Vieme, ze plati 7 >3, preto plati 7 - 72 =2 % >+/2 >1, ¢o sme chceli dokazat'.

Iné rieSenie: Pomocou Cauchyho-Schwarzovej-Bunakovského nerovnosti dokdzeme,
ze pre 0 < x <1 plati nerovnost’
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Potom zvolime a,=0, q, :% pre k>0 a x=

. Dostaneme, Ze plati
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Teraz uz len vyuzijeme to, Ze plati

a dostaneme pozadovanu nerovnost’.

Komentar (opravoval Martin Hrinak): ISlo o vel'mi 'ahku ulohu, avSak vela z vés
asi odradilo jej zadanie. Vyskytli sa vSak zdsadné chyby pri nardbani s nekone¢nymi
radmi — konvergenciou sa takmer nikto z vas nezaoberal.



