Zadania uloh domaceho kola 57. ro¢nika Matematickej olympiady
Kategoria A

1. N§jdite vSetky trojice realnych Cisel a, b, ¢ s nasledujucou vlastnostou:
Kazda z rovnic

X H@+)x?+(Bb+3)x+(c+2)=0,
X +@+2)x* +(b+Dx+(c+3)=0,
X+ @+3)x2+(B+2)x+(c+1)=0

ma v obore redlnych cisel tri r6zne korene, spolu je to ale len pat’ roznych cisel.
(Jaromir Simsa)

2. Vrovine ja dana usecka AV aostry uhol velkosti «. Uréte mnozinu stredov
kruznic opisanych vSetkym tym trojuholnikom ABC s vnutornym uhlom « pri
vrchole A4, ktorych vysky sa pretinaji v bode V.

(Pavel Leischner)

3. Mnozinu M tvori 2n navzijom rdznych kladnych cisel, kde n>2. Uvazujme n
obdiznikov, ktorych rozmery st &isla z M, pri¢om kazdy prvok z M je pouzity prave
jedenkrat. Uréte, aké rozmery maju tieto obdizniky, ak je stiéet ich obsahov
a) najviacsi mozny;  b) najmensi mozny.
(Jaroslav Svréek)

4. Urcte pocet koneCnych rastiicich postupnosti prirodzenych cisel ay,a,,...,a;
vietkych moznych dizok &, pre ktoré plati a, =1, q, ‘ a;,; pre vSetky
ie{l,2,-,k—1} a a, =969969.

(Martin Pandk)

5. Je dané kruznica k, bod O, ktory na nej nelezi, a priamka p, ktord ju nepretina.
Uvazujme l'ubovolnu kruznicu /, ktord ma vonkajsi dotyk s kruznicou £ a dotyka sa
1 priamky p. Prislusné body dotyku oznacme 4 a B. Ak body O, A4, B neleZia na jedne;j
priamke, zostrojime kruznicu opisanu trojuholniku OAB. Dokazte, ze vSetky také
kruZznice m maju d’al$i spolo¢ny bod rézny od bodu O alebo sa dotykaju tej istej
priamky.

(Jan Mazdk)

6. Dokazte, ze pre kazdeé prirodzené Cislo n existuje také prirodzené Cislo a, Ze
l<a<5"a5"|(a’—a+1).

(Jan Mazak)



Kategoria B
1. Najdite vietky prirodzené &isla k, pre ktoré je zapis &isla 6* - 72007
sustave zakonCeny na
a) 02,
b) 04.

v desiatkove;j

(Eva Ridka)

2. V pase medzi rovnobezkami p, g st dané dva rézne body M a N. Zostrojte
kosoStvorec alebo Stvorec, ktorého dve protil'ahlé strany leZia na priamkach p ag
a body M a N lezia na zvySnych dvoch stranach (kazdy na jedne;j).

(Jaromir Simsa)

3. Nech x a y st redlne Cisla, pre ktoré plati x>+ y3 <2.Dokazte, 7ze x+y<2.
(Jan Mazdk)

4. Najdite vietky pravouhlé trojuholniky s dizkami stran a, b, ¢ a dizkami taznic
t,,ty, 1., pre ktoré plati a+¢, = b+1t,. UvaZzujte oba pripady, ked’ 4B je

a) prepona,

b) odvesna.

C)

(Pavel Novotny)

5. Urcte vsetky dvojice (a, b) redlnych cCisel, pre ktoré ma kazda z kvadratickych
rovnic

ax2+2bx+1:O,
bx? +2ax+1=0

dva r6zne realne korene, priCom prave jeden je spolocny pre obidve rovnice.
(Jaroslav Svrcek)

6. Obdiznik srozmermi 2005x2007 je rozdeleny na &erne a biele jednotkové
StvorCeky. Dokazte, ze pre jednu z farieb (Ciernu alebo bielu) existuje viac ako
95 800 pravouholnikov (zloZenych z jednotkovych Stvorcekov), ktoré sa navzajom
neprekryvaji a ktorych vsetky rohové Stvorc¢eky maju zvolent farbu, priCom kazda
z ich stran je tvorend asponi dvoma Stvorc¢ekmi.

(Pavel Leischner)



Kategoria C

1. Uréte najmenSie prirodzené cislo n, pre ktoré su aj Cisla +/2n, 3n, 5n

prirodzené.
(Jaroslav Svrcek)

2. Stvoruholniku ABCD je vpisana kruznica so stredom S. Uréte rozdiel
| £A4SD| | £CSD|, ak | £ASB|—|£BSC| = 40°.

(Jaromir Simsa)

3. Mame urcity pocet krabiciek a urcity pocet gul'ocok. Ak ddme do kazdej krabicky
prave jednu gulocku, ostane nam n gul6cok. Ak ale dame n krabiCiek na bok,
moZeme vSetky gul'd6¢ky rozmiestnit’ do zostavajucich krabiciek tak, ze v kazdej ich
bude presne n. Kol’ko mame krabiciek a kol’ko gul'6¢ok?

(Vojtech Balint)

4. Tangram je skladacka, ktord sa d& vyrobit’ z papiera rozrezanim vystrihnutého
Stvorca na sedem dielov podla ¢iar vyznacenych na obrazku:

242

V2 V2

Dizka strany $tvorca je 24/2 em. Rozhodnite, ¢i sa d4 z dielov tangramu zlozit’
a) obdiznik 2 cm x 4 cm,

b) obdiZnik V2 em x 4+/2 cm.

(Pavel Leischner)

5. V skupine n I'udi (n >4) sa niektori poznaji. Vzt'ah ,,poznat’ sa*“ je vzajomny; ak
osoba A pozna osobu B, tak aj B pozna A; dvojicu A, B potom nazyvame dvojica
znamych.



a) Dokazte, ze ak st medzi kazdymi Styrmi osobami asponi Styri dvojice
znamych, potom kazdé dve osoby, ktoré sa nepoznaju, maji spolocného
znameho.

b) Zistite, pre ktoré n >4 existuje skupina osdb, v ktorej s medzi kazdymi
Styrmi osobami aspon tri dvojice zndmych a stCasne sa niektoré osoby
nepoznaju ani nemaju spolo¢ného zndmeho.

c) Rozhodnite, ¢i v skupine Siestich os6b mozu byt v kazdej Stvorici prave tri
dvojice znamych a prave tri dvojice neznamych.

(Jan Mazak)

6. Klarka mala na papieri napisané trojciferné Cislo. Ked” ho spravne vynésobila
deviatimi, dostala Stvorciferné ¢islo, ktoré zacinalo tou istou cislicou ako povodné
Cislo, prostredné dve dCislice boli rovnaké a poslednd cislica bola suctom Cislic
povodného ¢&isla. Ktoré Stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat™?

(Peter Novotny)

Kategoria 79

79-1-1
N4jdite vSetky Stvorciferné ¢isla konciace Cislicou 9, ktoré st delitel'né kazdou svojou
Cislicou.

(P. Tlusty)

79-1-2
Peter sa pytal babicky, kol’ko rokov méa dedko. Babicka mu takto odpovedala: ,,To
vie§, uz ddvno nemame péatdesiat, ale zato eSte nemdme osemdesiat rokov. Ak
vynasobi§ sucet mdjho a dedkovho veku ich rozdielom a k vysledku pripocitas oba
naSe veky, dostane§ 492.“ | Aha,” povedal po chvili Peter, ,tak to méa dedko ...*
Korl’ko rokov ma Petrov dedko, ak viete, Ze je star$i ako Petrova babicka?

(M. Raabova)

79-1-3
Stredom rotacného valca s vySkou v a podstavou, ktorej polomer je =~ _—

o , : . o f7<\“\
r, bol vyvftany valcovy otvor. Objem takto vytvoreného ,,dutého N~
valca® je polovi¢ny ako objem povodného valca. Vyjadrite hrabku '
steny dutého valca pomocou polomeru .

(M. Krejcova)




79-14
Minulu divadelni sezonu sa predavali vstupenky za jednotni cenu 160 Sk. Pre
tohtoro¢nii sezénu sa sedadla v hladisku rozdelili do dvoch kategorii. Miesta
I. kategoérie stoja 180 Sk a miesta II. kategorie 155 Sk. Ak sa vSetky sedadla
v hladisku vypredaji, bude celkova trzba rovnakd ako minuli sezénu pri
vypredanom hl'adisku. Riaditel’ divadla stale nie je spokojny a pre buducu sezénu
planuje zmenu: z najhorSich miest sucasnej II. kategdrie urobi III. kategériu. Aby sa
v8ak trzba za vypredané hl'adisko nezmenila, tak rozhodol, ze vstupenky budu stat
180 Sk (I. kategoria), 160 Sk (II. kategodria) a 130 Sk (II1. kategoria). V akom pomere
budt v budticej sezone pocty sedadiel jednotlivych kategorii?

(L. Simiinek)

79-1-5
Jurko kupil dve cokolady v obchode oproti Skole. MisSko si kupil také isté dve
cokolady v obchode za Skolou a Ivan si kupil tiez taka ¢okolddu, ale v Skolskom
bufete. Takymto spdsobom boli vSetky tri ndkupy spolu o 6 Sk drahsie, ako keby
chlapci nakupovali vSetkych 5 ¢okoldd v obchode oproti Skole a 0 6,50 Sk lacnejsie,
ako keby nakupili iba v obchode za Skolou. V Skolskom bufete predavaju jednu
c¢okoladu za 19,50 Sk. Kolko stali vSetky cokolady spolu? Kolko stoji Cokolada
v obchode za Skolou?

(M. Dillingerova)

79-1-6
V rovine je dany Stvoruholnik ABCD. Zostrojte bod K, ktory je vrcholom
rovnobeznika BCDK, a bod L, ktory je vrcholom rovnobeznika CDAL. Ukazte, ze
priamka KL prechadza stredom strany AB daného Stvoruholnika ABCD.

(J. Svréek)

Kategoria 78

78-1-1
N4jdite vSetky Stvorciferné Cisla delitelné tromi, ktoré po vynasobeni Cislom 17
davaju cislo konciace trojCislim 519.

(L. Hozova)

78-1-2
Najdite vSetky trojice prirodzenych Cisel menSich ako 10, pre ktoré plati, Ze ich sucin
je sedemnasobok ich suctu.

(L. Hozova)



78-1-3
Jano si kupil sedemmilové ¢izmy. Jeho kamarat Honza z Ciech si kupil lietajuci
koberec. Potom sa obaja zlcastnili na rozpravkovych 12-hodinovych pretekoch.
Pocas pretekov boli hladni, a tak sa obaja zastavili najest’. Jedenie kazdému trvalo
hodinu. Keby sa Honza nezastavil na ,,vepto-knedlo-zelo*, predbehol by Jana o 51
rozpravkovych mil. Keby sa Jano nezastavil na bryndzové halusky, predbehol by
Honzu o 28 rozpravkovych mil. Ako d’aleko od seba by skoncili, keby nejedol ani
jeden z nich? Kto z nich by bol prvy?

(M. Dillingerova)

78-1-4
V Tramtarii maju 5 lekarskych fakult, z ktorych kazdd méze do prvého roc¢nika prijat’
presne 200 Studentov. Prijimacie skusky na jednotlivé fakulty sa konaju v r6zne dni,
preto si Studenti mézu podat’ prihlasku na viacero fakult. Pytali sme sa na fakultach,
kol’ko im prislo prihlaSok na Skolsky rok 2007/2008. Ziskali sme tieto odpovede:
1. fakulta: ,,Dostali sme patkrat viac prihlasok, ako sme mali vol'nych miest.*
2. fakulta: ,,U nas pocet uchadzacov prevysil kapacitu o 320 %.*
3. fakulta: ,Na naSu fakultu sa hlasilo o 520 uchadzacov viac, ako sme mali miest.*
4. fakulta: ,,U nas na kazdé vol'né miesto pripadli v priemere 3 prihlasky.*
5. fakulta: ,,K nam sa hlésilo o tri Stvrtiny zdujemcov viac, ako sme mali miest.*
V akademickom roku 2007/2008 nakoniec S$tadium zacalo 1000 medikov. Zo
Statistiky vyplyva, Ze zaujemca o Stadium mediciny podal na lekérske fakulty
v priemere 2,5 prihlasky. Kolko zdujemcov sa nedostalo na Ziadnu z lekarskych
fakult Tramtarie?

(L. Simiinek)

78-1-5

Pan Poleno a pan Criepok vyrabali vehodové dvere tvaru obdiznika s obsahom 3 m’.
Ram, uhloprie¢ky a dve d’alsie priecky, ktoré spajali vrcholy obdiZnika so stredmi
protilahlych stran boli z kovovych ty¢i (pozri obrazok). Pan Poleno vyplnil drevom
Styri tmavé Casti dveri a pan Criepok zostavajice asti dveri zasklil. Kolko metrov
Stvorcovych dreva potreboval pan Poleno na vypli dveri? (Hrabku kovovych tyci
zanedbajte.)

(L. Hozova)



78-1-6
Uprostred ndmestia v Kocurkove je Stvorcovy travnaty zahon. Ked’ Kocurkov¢ania
zistili, Ze zabudli urobit’ chodnik, tak z kazdého kraja zdhonu nan ubrali 2 metre. Pred
poloZenim zamkovej dlazby (a Strku pod 1iu) bolo treba pod celu plochu chodnika
urobit’ 0,5 m hlboky vykop. Odkopanim travy a hliny sa zdhon zmensil o 1200 m’.

a) Aky obsah ma teraz travnaty zahon?

b) Kolko m’ $trku je pod dlazbou, ak je povrch dlazby zarovno s travnatym

zéhonom a vyska dlazdice je 8 cm?
(M. Smitkova, M. Dillingerova)

Kategoria 2.7

Z777-1-1

Cislo nazveme trochu nestastné, ak je nasobkom &isla 13. Cislo, ktoré je nasobkom
Cisla 17, nazveme trochu usmievavé. Vezmime vSetky prirodzené cisla od 1
do 1 000 000, ktoré nekoncia ani 0 ani 5. Kolko z nich je trochu mnestastnych

a zaroven trochu usmievavych?
(M. Volfova)

77-1-2

Vlada Tramtarie sa rozhodla, ze svoje tizemie rozdeli na Sest’ krajov. Vybrala preto
Sest’ najvyznamnejSich miest (krajské mestd) a kazdému chce priradit’ kraj podla
nasledujuceho pravidla: kazdé miesto v krajine patri do kraja toho krajského mesta,
ku ktorému to ma vzdu$nou ¢iarou najbliZSie. Prekreslite si vo vhodnej mierke mapu
Tramtérie a narysujte do nej hranice krajov. (Krajské mesta st oznacené pismenami 4
— F, hruba ¢&iara oznaGuje hranice Tramtarie. Stvorcova siet ma iba ulahéovat
orientaciu na mape a ziadnym spdsobom neovplyviiuje hranice krajov!)

A

(L. Simiinek)



77-1-3
O dvanastej stali na parkovisku ¢eské, nemecké a francuzske autd v pomere: Ceské k
nemeckym 9:4, nemecké k francuzskym 2:3. V priebehu hodiny odiSlo jedenast
a priSlo pat’ ¢eskych aut, odiSlo jedno a priSlo jedenast nemeckych aut a odisli tri
a prislo Sest’ franctizskych aut. Aky je pomer €eskych, nemeckych a francuzskych aut
stojacich o 13:00 na parkovisku, ak o 12:00 tam bolo dvanast’ francuzskych aut?

(S. Ptackova)
777-1-4
Usecky AM, BM, CM a DM usporiadané ako na obrazku st rovnakej dizky. Uhly,
ktoré zvieraji, maju vel'kosti 20°, 20°, 50°, 50°, 70° a « . Zisti velkost’ uhla, ktory
zvieraju priamky 4B a CD. (Obrazok je nepresny, nevyplati sa ti merat’.)

M

AY 4
B C
(M. Raabova)

Z7-1-5
Vsetky policka na Sachovnici 4x4 vyfarbite Styrmi réznymi farbami a vpiste do nich
pismena L, E, T, O tak, aby v kazdom riadku aj v kazdom stipci boli zastiipené
vSetky farby aj vSetky pismena. Kazdé policko bude celé jednofarebné a bude
obsahovat’ prave jedno pismeno. Kazdé pismeno musi byt napisané na policku kazde;j
farby a na kazdej farbe musia byt’ postupne umiestnené vSetky pismena. N4jdi jedno
rieSenie.

(M. Volfova)

Z7-1-6
Na papieri je napisanych niekol’ko po sebe iducich prirodzenych ¢&isel. Je medzi
nimi 12 takych, ktoré st ndsobkom piatich a 10 takych, ktoré sit ndsobkom siedmich.
a) Kolko prirodzenych Cisel je napisanych na papieri?
b) N4jdite jednu postupnost’ prirodzenych ¢isel, ktora odpoveda vyssie opisanym
podmienkam.
(L. Simiinek)

Kategoria Z.6
726-1-1

Jurko kupil dve Cokolady v obchode oproti Skole. Misko si kupil také isté¢ dve
c¢okolady v obchode za Skolou a Ivan si kupil tiez taku Cokoladu, ale v Skolskom



bufete. Spolu potom zistili, Ze priemerne ich spolu vysla jedna ¢okolada na 19,70 Sk.
Takymto spdsobom boli vSetky tri ndkupy spolu o 6 Sk drahS$ie, ako keby chlapci
nakupovali vSetkych 5 ¢okolad v obchode oproti Skole a o 6,50 Sk lacnejSie, ako
keby nakupili iba v obchode za Skolou. Kolko stali cokolddy v jednotlivych
obchodoch?

(M. Dillingerova)

76-1-2
Misko mal farebné¢ ndlepky v tvare rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov
dvoch velkosti. Prvy druh mal ramena dizky 5 cm, tych bolo 9. Druhy druh mal
najdlhiiu stranu dizky 10 cm a tychto nalepiek bolo 17. Najmenej kolko nalepiek
prvého druhu si ma Misko este dokupit, aby svojimi nalepkami mohol tplne oblepit’
(zakryt’) steny kocky s hranou dizky 10 cm?

(M. Dillingerova)

76-1-3
V rovine maju lezat’ body 4, B, C, D tak, aby platilo: |[AB|=7 cm, |BC|= 8 cm,
|ICD|=5cma |DA| =9 cm.

a) Ur¢ najvacsiu moznu vzdialenost bodov 4 a C.

b) Ur¢ najmensiu moznu vzdialenost’ bodov 4 a C.
(L. Simiinek)

76-1-4
Pri chudokrvnosti sa odporuca pit’ mrkvovo-cviklovu $tavu, pri¢om cviklova Stava
ma predstavovat’ len 1/5 z objemu napoja. Z dvoch kg mrkvy ziskame v odst'avovaci
7,5 dl §tavy, z jedného kg cvikly 6 dl stavy.
a) Aké mnozstvo mrkvy potrebujeme na 25 dag cvikly, aby sme ziskali spravne
namieSani mrkvovo-cviklova §tavu?
b) Aké mnozstvo mrkvovo-cviklovej Stavy takto ziskame?
(S. Bedndrova)

7.6-1-5
Ak povie mimozems$tan v rozhovore o Vianociach , haf quin lina“, znamena to
s velke zlaté hviezdy ; ak ,, kari lina mejk “, znamena to ,, blikajuce zlaté kolieska *“; ak
,esca haf kari“, znamend to ,,velke cervené kolieska“. Ako sa povie ,, blikajuce
hviezdy “? (Zapi$ svoju tivahu.)

(M. Volfova)

76-1-6
Z trojcifernych ¢isel 532 a 179 vySkrtni spolu dve ¢islice tak, aby stucin vzniknutych
cisel bol ¢o najvacsi.

(M. Dillingerova)



Kategoria 75

75-1-1
Na§ kuchynsky stol ma obdiznikovi vrchnti dosku s rozmermi 90 cm x 140 cm.
Chceme nan usit’ obrus tak, aby na kazdej strane stola presahoval rovnako.
a) Kolko latky Sirky 140 cm treba kupit’, aby sme ju uz nemuseli d’alej strihat’?
b) Kolko cm bude tento obrus na kazdej strane presahovat’?
(S. Bedndrova)

75-1-2

Doplii na prazdne tehlicky pyramidy zndzornenej na obrazku chybajuce ¢isla tak, aby
platilo: na kazdej tehlicke (okrem tych z najspodnejSieho riadku) je napisané Cislo,
ktoré sa rovna polovici suctu ¢isel napisanych na dvoch s flou susediacich tehlickach
z niz8ieho riadku.

| | 110 | 436 |
(S. Bednarova)

75-1-3
V skolke maju stavebnicu pozostavajucu z rovnako vel'kych molitanovych kvadrov.
Ked ich deti vSetky poloZia na seba, poskladaji ich vzdy tak, aby na sebe lezali
kvadre rovnakymi stenami a v Ziadnom ,,poschodi* neboli kvadre dva. Takto sa im
postupne podarilo postavit’ tri rozne vysoké veze. Prva mala 120 cm, druha 150 cm
a tretia 130 cm. Kol'ko kvadrov mohla mat’ stavebnica, z ktorej stavali?

(M. Dillingerova)

75-1-4
Trojcata prave oslavili svoje tretie narodeniny. O pat’ rokov sa bude sucet ich vekov
rovnat’ dneSnému veku ich mamy. Kol'ko rokov bude mat’ ich mama o 5 rokov?

(M. Krejcova)

75-1-5
Cislo sa nazyva PREFIKANE, ak poéniic jeho trefou &islicou (poéitané zl'ava) plati,
ze kazda jeho dislica je suctom vSetkych Eislic leziacich nalavo od ne;.
a) Napiste dve najvicsie PREFIKANE &isla.
b) Kolko je vietkych stvorcifernych PREFIKANYCH ¢&isel?
(S. Bednarova)



75-1-6
Doplit do prazdnych poli€ok prirodzené Cisla od 1 do 16 (kazdé Cislo moZeS pouZzit’
len raz) tak, aby platili matematické vzt'ahy.

+8 :5 +10
— | |-
4 +6 +1
— |3 —-
7 2 +4
— | —
+4 2 +3
— =3 —-
(M. Smitkova)
Kategoria Z4

74-1-1
Z pitcifernych Cisel 53 827 a 19 763 vyskrtni spolu dve cislice tak, aby stcet
vzniknutych ¢isel bol ¢o najvacsi.

(M. Dillingerova)

74-1-2
Na pomaranfoviu limonadu potrebujeme Stavu z Osmich pomarancov, dvoch
citronov, 2 ¢ajové lyzicky cukru a 6 decilitrov vody. Do dZzbanu sme si naliali
9 decilitrov vody. Kolko musime odStavit pomarancov, citrénov, kolko pridat
lyZi¢iek cukru, aby sme dostali rovnako kvalitni limonadu?

(S. Bodldkova)

74-1-3

Na drevenom plote je 70 latiek. Pal’ko s Ani¢kou ich mali vSetky ponatierat’ farbou.

Zacali aj skoncili obaja naraz. Kym Anicka natrela dve latky, presli 4 minuty, a za

8 minut stihol Pal’ko ponatierat’ tri latky. Ako dlho im trvalo natretie vSetkych latiek?
(M. Dillingerova)

74-1-4
Na obrazku s ¢ast’'ou Stvorcekovej siete st vyznacené tri body. Kazdé dva z tych troch
vyznaéenych bodov tvoria vzdy dva zo §tyroch vrcholov nejakého §tvorca. Stvorec



KAMI je najmensi z nich, ale z obrdzku sa nam vymazali mend vyznacenych bodov.
Dokresli do Stvorcekovej siete cely Stvorec KAMI.

(M. Dillingerova)

74-1-5
Martin a Jana si porovnavali svoje MikulaSske balicky. Mali tam nasypané aj svoje
oblibené cokoladky. Martin ich vSak mal iny pocet ako Jana, tak venoval Stvrtinu
svojich ¢okolddok Jane. Jana si vSetky svoje prepocitala a polovicu z nich venovala
naspit’ Martinovi. Potom Martin zase venoval §tvrtinu svojich Jane. Po naslednom
prepocitani zistili, ze maji obaja po 9 cokolddok. Kol'ko cokolddok mal Martin
povodne v balicku? Kol'ko ich tam mala Jana? (Pocas pocitania a prestivania ani
jednu cokoladku nezjedli.)

(M. Dillingerova)

74-1-6

Doplii na prazdne tehlicky pyramidy zndzornenej na obrazku chybajuce Cisla tak, aby
platilo: na kazdej tehlicke (okrem tych z najspodnejSieho riadku) je napisané Cislo,
ktoré sa rovnd polovici suctu ¢isel napisanych na dvoch s flou susediacich tehlickach
z niz8ieho riadku.
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| 220 |
| | | 110 | 434 |
(S. Bedndrova)




